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Aufgabe Al.1

Das Gelande eines Abenteuerspielplatzes

besteht aus einer Hochflache, an die sich ein Y

Hang mit einer Senke anschlieBt. Die Hochfiiche

Profillinie des Gelandes wird fir -3 <x <0 —

durch die Gerade mit der Gleichung y =5 ¢

und fiir 0 < x < 11 durch den Graphen der : g

Funktion f mit f(x) = 0,0008x* — 0,12x% + 5 :

beschrieben. : Sanike

Die Abbildung zeigt diese Profillinie. (1 LE 5 2 to| 1z 5 4 5 & 7 8 0 10 iupt
entSpriCht 1m). Powered by%ﬁOGEBRA.org

a) Berechnen Sie die Koordinaten des tiefsten Punktes der Profillinie.

Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Hang zwischen Hochflache und Senke
an der Stelle x = 5 am steilsten abfallt und dort ein Gefédlle von 80 % hat.
Zeigen Sie, dass die Profillinie beim Ubergang von der Hochflidche zum Hang
knickfrei ist.

(Teilergebnis: Der tiefste Punkt hat die y-Koordinate 0,5)

b) Zwischen zwei Befestigungspunkten, die im Modell durch P(5|f(5)) und
Q(10]f(10)) dargestellt werden, wird ein Seil straff gespannt. Berechnen Sie
die Lange des Seils.

Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man die maximale vertikale Hohe
des Seils Uber dem Gelande berechnen kann.

c) Auf der Hochflache, einen Meter vom Ubergang zum Hang entfernt, steht ein
vertikaler Lichtmast, von dem aus das gesamte Gelande ausgeleuchtet
werden kann. Berechnen Sie die Mindestlange dieses Lichtmasts.

d) Bei einem Umbau soll die Senke auf 5m
Lange so mit Sand aufgeflllt werden,
dass eine horizontale rechteckige Flache
entsteht, die 0,5 m oberhalb des tiefsten Q,"Q
Punktes der Senke liegt. Y
Berechnen Sie das Volumen des dafur

bendtigten Sandes. \/
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Aufgabe A1.2
Abgebildet sind die Graphen G, und G, zweier
Funktionen u und v.
Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = v(u(x)).
Bestimmen Sie f(-1).
Ermitteln Sie die Anzahl der Nullstellen von f im QG
abgebildeten Bereich. "

Powered by GEOGEBRA.org -
Aufgabe Al1.3

Die Funktion w ist auf R definiert und zweimal differenzierbar.

Fur die Funktion g gilt g(x) = ew® — 2,

Zeigen Sie: Wenn x = 0 eine Wendestelle von w und von g ist, dann hat der Graph
von w bei x = 0 eine waagrechte Tangente.
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Aufgabe A2.1

Die Funktion f beschreibt flr 0 <t < 8 modellhaft die Wachstumsgeschwindigkeit
eines Apfelbaums, der zu Beobachtungsbeginn 0,8 m hoch ist (¢ in Jahren nach
Beobachtungsbeginn, f(t) in Meter pro Jahr).
a) Die Abbildung in der Anlage zeigt den Graphen G, von f.
Bestimmen Sie die Lange des Zeitraums, in dem die
Wachstumsgeschwindigkeit des Apfelbaums gréBer als 0,5 Meter pro Jahr ist.
Bestimmen Sie die H6he des Apfelbaums zwei Jahre nach
Beobachtungsbeginn.

Die Wachstumsgeschwindigkeit eines Birnbaums, der zu Beobachtungsbeginn
1,2m hoch ist, wird fir 0 < t < 8 modellhaft beschrieben durch die Funktion g mit
g(t) =t?- et (t in Jahren nach Beobachtungsbeginn, g(t) in Meter pro Jahr).

Fur die Ableitungen der Funktion g gilt:

g @®)=2t-et—t2et; g'(t)=2et—4t-et+t2-et.

b) Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des
Birnbaums am groBten ist, und geben Sie diese Wachstumsgeschwindigkeit
an.

Begrinden Sie, dass der Birnbaum ab diesem Zeitpunkt weiterhin wachst, die
Wachstumsgeschwindigkeit jedoch standig abnimmt.
Formulieren Sie eine Frage im Sachzusammenhang, die auf die Gleichung

1 xX+5 .
E'fx g(®) dt = 0,3 flhrt.

c) Zeigen Sie, dass flr 0 <t < 8 die Funktion h mit h(t) = (—t? -2t —2)-e ¢t + 3,2
die H6he des Birnbaums beschreibt (¢ in Jahren nach Beobachtungsbeginn,
h(t) in Meter).

d) Durch die Zugabe eines Dungers wird das Wachstums von Birnbaumen
beeinflusst. Die Héhe eines gedlingten Birnbaums wird durch die Funktion k
beschrieben mit k(t) = —2,3e"t + 3,5 ( t > 0 in Jahren nach
Beobachtungsbeginn, k(t) in Meter).

Die Hohe eines ungedingten Birnbaums wird weiterhin durch die Funktion h
beschrieben. Beide Birnbdume haben zu Beobachtungsbeginn dieselbe Hdhe.
Berechnen Sie den Zeitpunkt, bis zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des
gedlingten Birnbaums gréBer ist als die des ungediingten Birnbaums.
Untersuchen Sie rechnerisch, welcher der beiden Baume zuerst eine Hoéhe
von 3,1 m erreicht.
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Abbildung zu Aufgabe A2.1
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Aufgabe A2.2

Fir jedes t > 0 ist eine Funktion f, gegeben durch f,(x) = —4x3 + 12tx2.
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f;.
Der Graph von f; schlieBt mit der x-Achse eine Flache mit dem Inhalt A, ein.

Ermitteln Sie denjenigen Wert von ¢, flir den A; = % gilt.

b) Fart =§ gibt es Tangenten an den Graphen von f;, die den Punkt S(3|0)

enthalten.
Berechnen Sie die x-Koordinaten der zugehdrigen Berlhrpunkte.
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Losungslogik Al.1

a)

b)

d)

Tiefster Punkt der Profillinie:
Wir bilden die erste Ableitung, setzen diese auf Null und I6sen nach x auf.

Nachweis des steilsten Hangs in x =5 mit 80 % Geféalle:

Starkste Zu- und Abnahme findet in den Wendepunkten statt. Wir bilden die
erste Ableitung, setzen diese auf Null und I6sen nach x auf.

Wir weisen nach, dass die Steigung f'(5) = 0,8 ist.

Nachweis des knickfreien Ubergangs zwischen Hochfldche und Hang:
Diese Ubergang liegt bei x = 0. Dort muss die Funktion f einen Hochpunkt
HP(0]5) aufweisen.

Ldngenberechnung eines Seils:
Wir berechnen die Lange der Strecke zwischen P und Q mit dem Satz des
Pythagoras.

Verfahrensbeschreibung der Berechnung der maximalen vertikale Héhe des
Seils iber dem Geldnde:
Siehe Klausuraufschrieb.

Berechnen der Mindestldnge eines Lichtmasts:
Das gesamte Gelande wird dann

Y
ausgeleuchtet, wenn der ,Lichtstrahl® s(-117.3)
quasi Tangente an f im Wendepunkt wp Mast| ,

ist.

Wir bilden die Funktionsgleichung der
Wendetangente und Berechnen die
y-Koordinate flr x = —1.

F(-1]5)

-3 -2 -1 0 1 - 3 4 5 6 7 8 9 10 1:1: 8

Powered by GEQGEBRA.org

Berechnung des Volumens flir eine
Aufschiittung:

Die Abflachung erfolgt in einer Hohe von
1 m. Wir benétigen die beiden
Schnittpunkte der parallelen zur x-Achse

mit y = 1 und der Funktion f. Dies sind #0088 7 8 @ W ppnrw
dann die untere und obere Grenze fur die
Integralbildung zur Berechnung der Powered by GEOGEERA.org

Flache. Diese Flache muss dann noch mit
5 multipliziert werden, um das Volumen
fur die Aufschittung zu erhalten.
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Klausuraufschrieb Al.1

a)

b)

Tiefster Punkt der Profillinie:
f'(x) = 0,0032x3 — 0,24x
0,0032x3 — 0,24x =0

x(0,0032x%2 —0,24) = 0 | Satz vom Nullprodukt
x1 =0

0,0032x2—-0,24=0

0,0032x% = 0,24 | 10,0032

x? =175 | Vv

X, =—=5V3; x3=5-3

Aus der gegebenen Grafik kann geschlossen werden, dass der gesuchte
Tiefpunkt bei x; = 5 - V3 liegt.

f(5-v3) =0,0008-5625-10,12-75+5=0,5

Der tiefste Punkt der Profillinie hat die Koordinaten TP(5 -/3|0,5).

Nachweis des steilsten Hangs in x =5 mit 80 % Gefélle.
f"(x) = 0,0096x2 — 0,24
0,0096x%2 — 0,24 =0

0,0096x2 = 0,24 | 0,0096
x%2 =25
X1 = _5, Xy = 5

Aus der gegebenen Grafik kann geschlossen werden, dass der gesuchte
Wendepunkt bei x, =5 liegt.

f'(5) = 0,0032-125 —0,24-5 = —0,8 = —80,0 %

Das steilste Gefallt des Hangs betrdgt 80,0 % und legt bei x = 5.

Nachweis des knickfreien Ubergangs zwischen Hochfldche und Hang:
f'(0) =0,0032-03—-0,24-0=0

f0)=5 )

f hat einen Hochpunkt in HP(0|5), der Ubergang ist knickfrei.

Ldngenberechnung eines Seils:

f(5) = 0,0008-625—0,12-25+5 =25

f(10) = 0,0008-10000—-10,12-100+5=1

P(5/2,5); Q(10]1)

Lange der Strecke PQ mit dem Satz des Pythagoras:
d(P;Q) =+/(10 =5)2 + (2,5 —-1)2 = /25 + 2,25 = 5,2

Das Seil ist etwa 5,2 m lang.

Verfahrensbeschreibung der Berechnung der maximalen vertikale Héhe des
Seils Uber dem Gelédnde:

Wir bilden eine Geradengleichung g Y
durch die Punkte P und Q. Wir
bilden die Differenzkurve

d(x) = g(x) — f(x), und ermitteln
den Hochpunkt xyp von d.

Der Wert von d(xyp) ist die .
maximale Héhe des Seils Gber 52 no| 7 : 3 % 5 5 7 s 5 0 onpw ®
dem Gelande. .

Powered by GHOGEBRA.org

Q(10/£(10))
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Cc) Berechnen der Mindestlénge eines Lichtmasts:

Funktionsgleichung der Wendetangente:

t(x) = f'Cxwp) - (¢ = xwp) + f (xwp)

tx) =-08-(x—5)+25=-08x+6,5

t(-1)=08+65=tx)=73

Mindesthdhe des Mastes:

h=ys—yr=73-5=23

Der Mast muss mindestens 2,3 m hoch sein.

d) Berechnung des Volumens fir eine Aufschittung:
V=5 [71-f(x)dx
Berechnung von a und b:
fny=1
0,0008x* — 0,12x2 +5=1
—0,0008x* + 0,12x2 —4 =0 | :(—0,0008)
x* —150x2% + 5000 =0
x?, =75++/5625—5000 = 75 + V625 = 75 + 25
x2=100; x2=750
x; = 10; x, =+/50
a=x,=+50; b=x; =10

10
V=5 [75—0008x" +0,12x> — 4dx = 5 |23

0,008x5

+0,04x3 — 4x]
NG

V=5 (-2 1 0,04-10° 4. 10—(—"0"8‘/_ +0,04-v50° —4-/50)

V=5-(—16+1697)—5 097 ~ 5
Es werden ca. 5m3 Sand fir die Aufschlttung benétigt.

Losungslogik A1.2

Bestimmung von f(-1):

Gegeben ist f(x) = v(u(x)).

Aus der gegebenen Grafik lesen wir ab:

u(-1) =15
v(1,5) =25

Anzahl Nullstellen von f(x) = v(u(x)):
Nullstelle der duBeren Funktion v ist bei etwa x = 0,7.
Die innere Funktion u hat die y-Werte 0,7 an zwei Stellen.

Klausuraufschrieb Al.2
Bestimmung von f(-1):
f(x) =v(u(x))

Aus Grafik ab gelesen:

u(-1)=1,5
v(1,5) = 2,5

Anzahl Nullstellen von f(x) = v(u(x)):

Nullstelle der auBeren Funktion v ist bei etwa x = 0,7.

Die innere Funktion u hat die y-Werte 0,7 an zwei Stellen.
f(x) besitzt im abgebildeten Bereich zwei Nullstellen.
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Klausuraufschrieb Al1.3

Aus dem Aufgabentext schlieBen wir:

w'(0) =0 = Wendepunkt von w.

g"'(0) =0 = Wendepunkt von g.

Zu zeigen:

w'(0) =0 => Wendepunkt von w mit waagrechter Tangente (Sattelpunkt)
Wir bilden die Ableitungen von g:

gx) =ev® -2

g'(x) = w'(x)e"®

g"'(x) = w"(x)e"® + w'(x) - w'(x) - e"® = @ (w'(x)2 + w" (x))

g'(0)=0

w''(0)e"©® + w'(0)2 - ew® = O ' (0)2 + w"(0))

w'(0)2+w”(0)=0 | Satz vom Nullprodukt
w'(0)2=0 | Einsetzen von w”’(0) =0
w'(0) =0 q.e.d.

Losungslogik A2.1

a) Bestimmung des Zeitraums einer Wachstumsgeschwindigkeit gréBer
0,5m/jahr.
Einzeichnen einer parallelen zur x-Achse im Abstand und Ablesen der t-
Werte der Schnittpunkte.

Héhe des Apfelbaums zwei Jahre nach Beobachtungsbeginn:

Wir muissen aus der Grafen Kastchen abzahlen zwischen der Kurve und der
t -Achse im Intervall [0;2]. Zu diesem Wert muss noch der Anfangsbestand
von 0,8 m hinzuaddiert werden.

b) Berechnung der gréBten Wachstumsgeschwindigkeit eines Birnbaums:
Gegeben ist die Anderungsrate des Wachstums. Die gréBte Anderungsrate
liegt im Hochpunkt des Graphen der Funktion. Wir setzen g'(t) auf Null und
|I6sen nach t auf.

Begriindung des weiteren Wachstums nach zwei Jahren:
Siehe Klausuraufschrieb.

Formulierung einer Frage im Sachzusammenhang:
Siehe Klausuraufschrieb.

c) Nachweis eine Stammfunktion zur Wachstumsgeschwindigkeit:
Dies ist dann der Fall, wenn h/(t) gleich g(t) ist.

d) Zeitpunkt, bis zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des gediingten
Birnbaums gréBer ist als die des ungediingten Birnbaums:
Wir bilden zunachst k'(t) als Wachstumsrate des gedliingten Birnbaums und
danach die Differenzfunktion der Funktionsgleichungen der Wachstumsraten
des gedlingten und des ungedlingten Birnbaumes und berechnen die
Nullstellen dieser Differenzfunktion.
Untersuchung, welcher der beiden Bdume zuerst eine Héhe von 3,1 m
erreicht:
Wir setzen die jeweiligen Gleichungen auf 3,1 und l6sen beide Gleichungen
nach t auf.
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Klausuraufschrieb A2.1

a)

b)

Bestimmung des Zeitraums einer Wachstumsgeschwindigkeit gréBer
0,5m/Jahr.

Ablesen aus Grafik: y
ty =1, t,=35

Zwischen dem 1. und 3,5. Jahr nach os

Beobachtungsbeginn wéachst der
Apfelbaum etwa 0,5 m/Jahr. 0s |
B(3.5|0.5)

Hoéhe des Apfelbaums zwei Jahre nach 0s A(20,5)
Beobachtungsbeginn:

Anzahl Kastchen zwischen Kurve und
x-Achse im Intervall [0;2] etwa 17. Ein
K&stchen entspricht 0,5]ahr - 0,1 ]a% =
0,05 m 0 1 2 3 4 5
17 . 0,05 m= 0,85 m Powgred by GEOGEBRA:.org

Die Hbhe des Apfelbaums 2 Jahre nach Beobachtungsbeginn betrégt etwa
1,65 m.

Berechnung der gréBten Wachstumsgeschwindigkeit eines Birnbaums:
9'@®=0

e tt—-t¥») =0 | Satz vom Nullprodukt
2t—t?>=0
t2-t)=0 | Satz vom Nullprodukt

ty =0, t,=2

g2)=4-e72=0,54

Zwei Jahre nach Beobachtungsbeginn ist die Wachstumsgeschwindigkeit des
Birnbaums mit etwa 0,54 m/Jahr am gréBten.

Begriindung des weiteren Wachstums nach zwei Jahren:

In liegt ein Hochpunkt vor, sodass die Wachstumsrate fir t > 2 wieder
abnimmt. Allerding kann die Anderungsrate des Wachstums nicht kleiner Null
werden, sodass der Birnbaum weiter wachsen wird.

t2-e7t >0 fart > 2.

Formulierung einer Frage im Sachzusammenhang:
Die Auflésung der Gleichung § f;”sg(t) dt = 0,3 nach x liefert den

Anfangszeitpunkt eines Zeitraumes von 5 Jahren, in dem das mittlere
Wachstum des Birnbaums 0,3 m pro Jahr betragt.

Nachweis eine Stammfunktion zur Wachstumsgeschwindigkeit:
K) = g(©)

h(t) = (=2t—2)e t—(—t?2 -2t —2)et

R(t)=e t(-2t—2+t>+2t+2)=t%-e7t =g(t)
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d)

Zeitpunkt, bis zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit des gediingten
Birnbaums gréBer ist als die des ungediingten Birnbaums:
Wachstumsrate k'(t) gedlingter Birnbaum:

kK'(t) =23et

Birnbaum ungediingt: g(t) =t? et

Differenzfunktion d(t) = k'(t) — g(¢t):

d(t) =23et—t?-et=e7t-(2,3-1t?)

dt) =0

e t-(23-t)=0

23—-t>=0 | Satz vom Nullprodukt
t2=123

t1, = V2,3 =+£1,52

Wegen t > 0 interessiert nur t; = 1,52.

Nach etwa 1,52 Jahren ist die Wachstumsgeschwindigkiet des gediingten
Birnbaums gréBer als die des ungediingten Birnbaums.

Untersuchung, welcher der beiden Bédume zuerst eine Héhe von 3,1m
erreicht:

Wachstumsfunktion ungedingter Birnbaum:

h(t) = (—t?=2t—2)-e " +3,2

Wachstumsfunktion gediingter Birnbaum:

k(t) =—-2,3et+3,5

k(t) = 3,1

-23e t+35=31

-23et+04=0

23e7t = 0,4 | :23
e t=0,1739 | In
—t = In (0,1739)

t=1,75

Der gedlingte Birnbaum erreicht nach 1,75 Jahren eine H6he von 3,1 m.
h(1,75) = (-1,752 = 2-1,75—2) - e~ 175 + 3,2

h(1,75) = 1,71

Der ungedlingte Birnbaum erreicht nach 1,75 Jahren erst eine Hohe von 1,7 m.
Der gediingte Birnbaum erreicht zuerst eine Héhe von 3,1 m.
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Klausuraufschrieb A2.2

fe(x) = —4x3 + 12tx2.

a)

b)

Nullstellen von f; Uber f;(x) =0
—4x3 +12tx?> =0

x?(12t—4x) =0 | Satz vom Nullprodukt
X1,=0 | doppelte Nullstelle
12t —4x=0

4x = 12t

X3 =3t | einfache Nullstelle

t flir A, = —

Ar = f03t—4x3 + 12tx? dx = [—x* + 4tx3]3t = —81t* + 108t* = 27t*

27t = 2 | .27

tr=2 | ¥

81
ti,=+=
12 = I3

Wegen ¢t >0 ist t; == die Lésung.

Tangenten an den Graphen von f:, die den Punkt S(3|0) enthalten:
y = f@- =)+ f2) 3

fz(x) = —4x3 + 8x?

fz (x) = —12x% + 16x

fg'(u) = —12u? + 16u

y = (—=12u? + 16u) - (x — u) — 4u> + 8u?

Punktprobe mit $(3]0)

0= (—-12u?+16u) - (3 —u) — 4u3 + 8u?

0 = —36u? + 48u + 12u3 — 16u? — 4u® + 8u?

0 = 8u3 — 44u? + 48u

8u(u?—-55u+6)=0 | Satz vom Nullprodukt
u; =0

u>—=55u+6=0

Ups = 2,75 £/7,5625 — 6 = 2,75 +/1,5625 = 2,75 + 1,25

U, =4; uz=1,>5

Die x-Koordiaten der zugehérigen Bertuhrpunkte sind x; =0, x, = 1,5 und
x3 =4

© by Fit-in-Mathe-Online, mehr als 500.000 Aufgaben fiir 5chule und Studium
_www_fittin-mathe-online.de < ( < B

Dr.-Ing. Me\molf Miller / webm aster@fit- |r']}m gthe-online.de



