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Definition des Begriffs Ableitung

7

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

Differenzenquotienten % fir Ax — 0.

Einleitung

Die Umkehrregel ist die letzte der Ableitungsregeln, die wir kennen lernen. Im
Kapitel

g ~Analysis — Differenzialrechnung — Funktionslehre Gymnasium — Umkehrfunktionen®
lernen wir, was eine Umkehrfunktion ist, namlich die Spiegelung einer
ausschlieBlich streng monoton steigenden bzw. streng monoton fallenden Funktion
an der 1. Winkelhalbierenden. Selbstverstandlich haben solche Funktionen
ebenfalls einen Differenzialquotienten und damit eine Ableitung.

In diesem Kapitel lernen wir die Ableitungsregel fir Umkehrfunktionen kennen.

Die Ableitung der Umkehrfunktion

Wir betrachten uns hierzu die Funktion f mit f(x) = In(x). Wie lautet die erste
Ableitung f'(x)?

Die Umkehrfunktion des Logarithmus ist ja die Exponentialfunktion bzw.
umgekehrt, die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist die
Logarithmusfunktion. Mit f(x) =In(x) ist f~'(x) =e* (beachte, dass die
Schreibweise flr die Umkehrfunktion der Ausdruck f~1(x) ist) deren
Umkehrfunktion. Fir f~1(x) =e* dirfen wir auch schreiben g(y) =eY. Die
nachfolgende Abbildung zeigt die Graphen F und F~! der beiden Funktionen f und
f

In der Grafik erkennen wir, dass die
Steigung der Tangente an F~! sich

aus % bildet, die Steigung der

Tangente an F aus %. Nun sind die

Strecken AB und A’B’ sowie AC und
A'C’ gleich lang. Mit anderen Worten:
die Steigung der Tangente an F~! ist
gleich der reziproken Steigung der
Tangente an F. Damit gilt:

f (d)_g(y) L
Wegen g'(y) = ﬁ ist f'(x) =g = -
dy
Da jedoch =y=1 ist, ist -
a jedoc ];2) =y;nixi ist, is / @) = In(z)
eln(x) x'
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Betrachten wir nun die Funktlon des aIIgemelnen Logarlthmus f mit f(x) = loga(x)

GemaB den Logarithmusgesetzen lasst sich log,(x) umformen zu ;ngg lnza) n(x).

Da wir nun aber die Ableitung von In(x) kennen, leiten wir daraus die Ableitung
von log,(x) ab mit

fr) =

In(a)-x

Andere Ableitungen mit der Umkehrregel

Zwar lassen sich auch andere Umkehrfunktionen als die Logarithmusfunktionen
auch mit der Umkehrregel ableiten, dies ist jedoch umstandlich und hier nur der
Vollstandigkeit halber aufgeflthrt.

Fur die Funktion f mit f(x)=y=+vVx—2ist f71(x) =x?+ 2 wobei f~1(x) auch als
g(y) =x =y?+2 geschrieben werden kann. Nun gilt genau wie bei der
Logarithmusfunktion f'(x) —L und g'(y) = — bzw f'(x) == =%. Da aber

dy

=+vx—2ist, ist f'(x) = z-m

Dies ist ein recht umstandlicher Weg, den f(x) =vx—2 kann zu f(x) = (x—Z)%
umgeschrieben werden und damit mit der uns bereits bekannten Potenzregel

abgeleitet werden zu f'(x) = %(x - 2)‘%

1
T 24x=2"

Fir die Ableitung der Umkehrfunktionen von sin, cos und tan wird ebenfalls die
Umkehrregel benétigt. Betrachten wir die Umkehrfunktion f der sin-Funktion mit
f(x) =arcsin(x); -1 <x < +1 Ihre Umkehrfunktion Iautet f- 1(x) = sin(x) bzw.

g(y) = x =sin(y). Mit f'(x) = — erhalten wir f'(x) =

( ) cos(y) cos(arcsm(x))

Fir den relevanten Wertebereich gilt jedoch cos(a) =1 —sin?(a). Wir
kdnnen den Nenner der Ableitung somit umschreiben:

F(x) :Jl—sinz(ircsin(x)) = —, womit wir die endgiiltige Form der Ableitung

von arcsin(x) erhalten.
Fir die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen gilt somit:

f(x) = arcsin(x) | f'(x) =
fx) = arcsin(x) | f'(x) =

f@) = arccos() | ') = — =

x2+1

Auch diese Auflistung dient lediglich der Vollstandigkeit. Die Umkehrregel ist somit
nur von Interesse fir die Logarithmusfunktion und wir merken uns:

Merksatz Ableitung Umkehrfunktion und Logarithmus

Ist x = g(y) die Umkehrfunktion von y = f(x), so gilt f'(x) =

g'(y)
Die Ableitung der Logarithmusfunktion mit f(x) = In(x) lautet f'(x) = %

Die Ableitung der Logarithmusfunktion mit f(x) = log,(x) lautet f'(x) =

ln(a)x
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Dokument mit 20 Aufgaben

Aufgabe Al

Bilde die Ableitungen der Logarithmusfunktionen.
fi(x) =3+ In(x) filx) =

1

() =5+ In(x) £ 00 =
f3(x) =3+ In(2x) fs(x) =
fa(x) = In(0,5x) - 2 fi(x) =
fs(x) = a-log,(x) fs(x) =
fe(© = ln(t) fe(®) =
f(©) = az - In(v2t) f7(6) =

Aufgabe A2

Bilde die Ableitungen der Logarithmusfunktionen und vereinfache so weit wie
madglich.
fi(x) = (4 —x)(In(3x) — 2) filx) =
£ = (3~ 2x) (Fin() +32) | /00 =
fs(x) = log,(2x) — a f3(x) =

1

fi00) = s (4P +3) fi) =
fs(x) = 3In2x) - (1 — In(x)) fo(x) =
i@ =(+D =D pos | £ =
f7(t) = In(3t) + In(2t) — In(t) f7 () =

Aufgabe A3

Drei der sechs Ableitungen wurden falsch abgeleitet. Suche den Fehler und

korrigiere.

fi(x) = In(x) - e*

fiG) = e* (3 + In(x))

£,(x) = (2™ + 1)(3In(x?) + 1)

£(x) = 12 zn(xZ) +=

fa(x) = In(4x + 1) - (sin(x) + 10)

fi(x) = (sm(x) +10) — In(4x + 1) - cos(x)

f2(x) = 0,5 In(x) - (2e — 4e?)

e—2e?

fa (x) =

4
fS(x) = m(x)

fiGn) = =0

fo(t) = (5x3 = 2x) - In (3)

(15t2 2)-In(¢)—-5t2+2
In2(t)

fe) =
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Level 1 - Grundlagen - Blatt 1

Losung Al
i) =3 In() FG) =2
1

f() = 5+ In(x) g@:%

fz(x) = 3-In(2x) £l(x) = %

fi(x) = In(0,5%) - 2 £(x) = %

k@— In(t) gm_f%
2

(&) = a* - In(v2t) FI) = a?

Losung A2

fi(x) = (4 = 0)(In(3x) - 2)

fi(x) = —(In(3x — 2) +%(4— —x) = —In(3x) +%+ 1

fo(x) = (3 —2x?) (% In(x) + 3x>

1 1
fo'(x) = —4x (E In(x) + Bx) + (Z + 3) (3—2x%)
=—x(2In(x)+18x+ 1) +23—x+ 9

f3(x) =log,(2x) — a fz(x) = In(a) x
_r oo —4x*+3  —8x  4x*(QIn(x)—1)+3
fa(x) = In(x) (=4x° +3) fi(x) = - In2(x) - x + In(x) - In?(x) - x
fo(x) = 3In(2x) - (1 — ln(x)) £ = %(1 () — 3 In(2x) __ 3(In(2x) -I;Cln(X) -1)
_ Lo 2t t?2—1 _t2(21n(2t)—1)+1
f6(t) = (t + 1) (t 1)- In (21’) f6(t) = In(2¢) - t- an(Zt) - t- an(Zt)

f7(t) = In(3t) + In(2t) — In(t)

Losung A3

fikx) = In(x) - e*

olyl 11
f7 Tttt ot

filx)=e ( + ln(x))

f,(x) = (2e™™) + D) BIn(x?) + 1)

1

f_ ’(9;) =12 lﬂ(;? )

fz(x) = In(4x + 1) - (sin(x) + 10)

x
12xIn(x)+14x+6
') =—="—""
f}(%);ia—ésé:;@é—l-—]r@)%—l}-—ees-@e}
4%

4(sin(x)+10)

fi(x) === ~=—+In(4x + 1) - cos(x)
f(x) = 0,5+ In(x) - (2e — 4e?) £(0) = e—jez
- o ==
fs(x) = o o xmz(x)
fo(®) = (5x3 = 2x) - In G) FI(b) = (15t2-2)-In(t)-5t%+2

In2(t)
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Leve/ 1 - Grundlagen - Blatt 2

Dokument mit 34 Aufgaben

Aufgabe Al

Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f, (x).
fi(x) = In*(x) fi'(x) =
f2(x) = In*(2x) f'(x) =
f3(x) = In(x?) f2'(x) =
fa(x) = In(x*) fa'(x) =
fs(x) = In(5x* = 3) fs'(x) =
fo(x) = lg(5x* — 3) fe'(x) =
00 =105 fr'() =
fo(®) = In(@) = In3) ') =
fo(t) = 31In?(t) — 2In(t) fo'(t) =

Aufgabe A2

Ordne den gegebenen Ableitungsfunktionen f,'(x) ihre urspringliche Ausgangs-

funktion f,(x) zu.

, _ 4x—-1
fl(x)_4x2—2x

fro(x) = In(x) - log; (x)

' _ cos(x)
f2 (x) T sin(x-1)-In2(sin(x)-1)

f11(x) = k- In*71(2x)

fi() = —nnt) fra(®) = ol
£(x) = 42x° fis(x) = In(4x+5)

4 = T p4x-5

, _ 24 3 )
) =~ fis(0) = ~2(21g () + 31g (D)
folr) = DA E DD fis(0) = In((4 — x7)7)
f7'(x)=0 f16(x) = mcos(In(x)) + 1

k—1) k-In*2(2

fSI(x) = ( ) . ( x) f17( ) ln(sm(x) 1)

X

2- ln(x)

') =

fis(x) = 0,5 In(4x? — 2x)
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Aufgabe A3
Bilde die 1. Ableitung der gegebenen Funktionsgleichungen f, (x).

fi00) =In((4x* = 2x)°) | fi'(x) =
f2(x) = In((x* — 2)™) f' () =
f3(x) = In((x® — x*)®) f'(x) =
fa(x) = In((3x* + 5x)°) fa' () =
f5(x) = In(cos” (x)) fs' () =
fo() = In@2x2+3x2) | fo'(0) =
f,(x) = 271n (x3 -3 ' (x) =
09 = s fo'@) =

fo®) = sin(in(x + 5) fo'G) =
fi10(x) = In(sin(x + 5)) Flo'(x) =

fi1(x) =1g(7x +5) fia' () =

fral) =g (( +2x)) | '@ =

fi3(x) = ln(x 3) fi3'(x) =
fra(x) = Zﬁ?iﬁ frd' () =
fis(x) = In(Vx?) fis'(x) =

fie(x) = loga(3v3 — 2x) fie'(x) =
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Losung Al

fi(x) = In*(x) £(x) = 2 21n<x)

fo(x) = In3(2x) £ (x) = 3in? (x)

f3(x) = In(x?) fi'(x) = x_z =

fa(x) = In(x?) £/(x) = 3L _ %

f5() = In(5x* = 3) fs'(x) = 5;1c(z)x3

fs(x) = lg(5x% = 3) fe'(x) = m
x x _ 2(In(x)-1)
00 = o = s [0 ="
f3(®) = In(x) — In(5) fo'® = -1
fo() = 3In%(®) — 2In(0) fo'(®) = ‘”"“) :
Losung A2
fi'(x) = ‘::26 ;x fis(x) = 0,5 In(4x? — 2x)
cos(x)
fz (x) - _sin(x—l)Alnz(sin(x)—l) f17( ) = m
fa(x) = _M fi6(x) = mcos(In(x)) + 1
00 = fis() = In((4 ~ 7))
24
) =~ fir(0) = =2(21g(*) +31g(x?))
fo/ () = D) fia) = 252
f;'@) =0 fiz(0) = o
k—1) k- Ink2
fe'(x) = &2 X r(20) f11(x) = k- In*"1(2x)
2:ln(x)

fo' () =%
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Losung A3

f1(x) = In((4x? — 2x)3) £l(x) = 3(4"(24;229‘)22;)33’5—2) _ 343(;9:1) _ ;;2:2(:93:

[0 = (G —20™) | fn = M) oy

0D = (G- xD%) | fi/0) = ) sy sty

f10) = In((Bx* +5008) | f/() = S 2E) - 004D

f5(0) = In(cos” (1)) f5') = Ll - R - 7tan(o)

fol) = In(2x2 4 3x%) | fyl(e) = HTex ot

e =27n(x=L) | oo = A0 _mes)

fa(x) = m fo' () = - (2x2—4;)(431611_21()2x2—4x) - x-(x—Z)Z-EZZ_(lz)xZ—ALx)

fo(x) = sin(in(x + 5) fy' () = LX)

f1o(x) = In(sin(x + 5)) fio'(x) = Zf:g:g;

f11(x) =1g(7x +5) fil' () = m

fio(x) =1lg (ze + 2x)4> £, () = 4(5x2+2x) -(x+24) __ 40G+2) _ 8(x+2)

ln(lo)'(ix”“) ln(lO)-(%x2+2x) n(10)-x-(x+4)

fiz(x) = m(x 3) fi3'() = _m

f1a(x) = (3;5213;2 s #—3171(296)'2(962—1)'296 _3(x%-1)-12x%In(2x)
fra' () = o =

fis(x) = In(Vx3) fis'(x) = %

fie(x) = loga (/3 — 2x) fie' (x) = — 2 = 2

3:in(a)(3-2x) - 3:in(a)(2x-3)
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Dokument mit 20 Aufqaben

Aufgabe Al e
Bilde die ersten beiden Ableitungen f'(x) und f”(x) der nachfolgend =it
gegebenen Umkehrfunktionen und vereinfache soweit wie méglich. :
a) fe)=mn(}) b)  fG)=Mn(33)
Q) fo=m*(3) d)  f@x) =m?(3)
= S
&) [ =g )@=
9 f0)=1ag h) O =1aes
Lésungstipp: Forme einige der gegebenen Funktionen zuerst nach den

Logarithmusgesetzen um.

Aufgabe A2

Berechne die Steigung des Graphen der Funktionen f an der gegebenen Stelle x,.
a) f(x)=mEx); x =4 b) f(x)=m(2x?); xo=4

c)  f()=sin(m-lgx)); x,=10 d) f(x)=In? Gx) ; Xo =2

&) f(x)= —cos(ln(xZ); xo = et ) f00) =30~ logs(M); X =g

g) fl)= 1g4(x) xo = 10 h) f(x) =Imn(2,5x3+0,75); xo=0
Aufgabe A3

An welchen Stellen verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel?
a)  f)=mn(Qx+4?); gk)=:x2+2x

b) [ =—pmi 900 = ()

c) f(x) =sin(ln(x)); gx) =cos(ln(x)); 0<x < 2m;

Aufgabe A4

Die Grafik zeigt die Graphen der Funktionen f mit
f(x) =x% -1, und g mit g(x) = In?(x) — 4.

Gib an welcher der nachfolgend abgebildeten
Graphen der Graph der Funktion A mit h(x) = f(g(x))
ist. Kannst du eine Aussage Uber die anderen beiden
Graphen machen?

o
" b |
10 T A )
yg ) .
3 i s b3 2 - 1.2 3 4 5 6 '
: . : \ £
s
’ . : g
5
4

4 2 4 1 3 2
X 2 2 O O TS T E s
2 . - 2 -3
3 * =
5 0 . -4 -
FERAREY RN axc P Powered by GFOGEBRA.org
, 2
o 2 *
EEIE TN S o AT 4
-1 2 8
-4 + -
Poiwered by GHOGEBR

2
Powered by GEOGEBRA.org Powered by GEOGEBRA.org

a)
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Leve/ 2 Fortgeschr/tten ~ Blatt1

e =5

') =

Losung Al
a) fx)=In G) =In(1) — In(x) = —In(x)
IHOEES:
b) fx)=In (x—lz) = In(1) — In(x?) = —2In(x)
fl=-2
c)  f(x)=lIn? (l) = In?(x)
f( ) 2ln(x)
d) f(x) =In? (—) = 4In%(x)
f( ) 8ln(x)
&) [ ==
_In” 2(x) 1
f () = x-lnz(x)
-1 __1
f) flo) = zn(xZ) ~ 2In(x)
, 1
f (x) - 2x:In2(x)
9) f()= m = In"2(x)
f( ) = _xln3(x)
1 1
h) f(x) = In2(x2) 41n2(x)
, 1
f () =- 2x-1n3(x)
Losung A2
a)  f(0)=nEx) =3 @)
fe) =5
b) f(x) =mn(2x?)

2

flo) =55 ax=12
c) f(x) =sin(m-lg(x))
’ T In(x)
feo = mn(1ox €08 (n 1n(1o))

d) f&x) =mn? (%x)
"
e) f(x)=—cos(In(x?) = —cos(2In(x))

Flx) = ; -sin(2 In(x))

f)  fG0) =3(x—logs(x))
fley=3-(1-

ln(;)x)

zx-%—zm(x) _ 2(1-in(x))

x2 x2

e =2
f'(x) = ;gﬁzgz)
r1e =5y
f'(x) = %
F') =55 i
f(2) = %

f'(4) = %

f/(10) = —— ln(1o)
f'(2)=0

f’ (e%) — :_%

f, (lnis)) = %
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. Level 2 - Fortgeschr/tteh - Blatt 1
9) fM)= lg4(x)
, __ 8In*(10) , _ 8iIn*(10) 4
fe) = xIn5(x) fQ0) = 10-In5(10)  5-1n(10)
h) f(x)=Imn(2,5x3+0,75)
, _ 7,5x2 . , _4
f(x) = 25x31075 f1(0) =3
Losung A3
a)  f(x) =mn(Qx+4)?) g) = 7x% + 2x
fiex) == g'(x) =3x+2
ff)ng'(x)
ﬁ = lx + 2 | x+2
2_"+2"+2 +4 | -2; -2
x> +6x+4=0
X1,=-3+V9—-4=-3%5 |  p/q-Formel

x;=-3+V5 x,=-3-+5
An den Stellen x; = -3 ++/5 und x; = -3 —+/5 verlaufen die Graphen der
Funktionen f und g parallel.

b) f)= m(x) g(x) = In(x)
fl(x) = m g'(x) = %
ffx)ngx)

1 1
xIn2(x)  x
m?(x) =1
| In(x)| =1

1
X1 =68, x2=g

An den Stellen x; = e und x, =§ verlaufen die Graphen der Funktionen f und

g parallel.

c) f(x) =sin(in(x)) 9(x) = cos(In(x))
f'() = 3 cos(In(x)) g'60) = =3 sin(in(x)
fl)ng'(x)

%cos(ln(x)) = —%sin(ln(x))

cos(ln(x)) = —sin(ln(x))

In(x,) = T[ In(x,) = —n

X, = e07577: Xy = el757‘[

An den Stellen x; = e%7°" und x, = e>75" verlaufen die Graphen der Funktionen
f und g parallel.
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Level 2 - Fortgeschr/tten - Blatt 1
Losung A4
Abbildung a) zeigt den Graphen der Funktion h mit h(x) = f(g(x)).
Wir haben keine anderen Anhaltspunkte als die Nullstellen.
f(g(x)) hat Nullstellen, wenn (In?(x) — 4)? =1 oder —1 ist. Dies ist der Fall, wenn
In?(x)=5 oder Im?(x)=3 ist. In%(x)=5=In(x)=+V5= In(x;,)==1V5.
In?(x) =3 = In(x) = +V3 = In(x3,) = +V3. Wir entlogarithmieren die Ldsungen und
erhalten: x; = e V5 ~ 0,11; X, = eVs ~ 9.4 X3 = e~V3 ~ 0,18; Xy = eV3 ~57. Nur der
Graph von a) besitzt dort Nullstellen.
Abbildung b) zeigt den Graphen der Funktion h mit h(x) = g(f(x)) = In?>(x? — 1) — 4. Dies
ergibt sich aus der Betrachtung des globalen Verhaltens, denn flr x — |oo| gilt
h(x) — oo,
Abbildung c) zeigt den an der x-Achse gespiegelten Graphen von b).
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Dokument mit 20 Aufgaben

Aufgabe Al
Bilde die erste Ableitung f'(x) der nachfolgend gegebenen, verketteten
Logarithmusfunktionen und vereinfache soweit wie mdglich. :

a) f(x) = sin(in(x)) b) f(x) = cos(In(x?))

c) f(x) =3In(sin(2x)) d) fx)= %ln(?,x4 —x?)

e) f(x) =352~ n(4x) f)  f(x) = cos(in(5x) + 2)

g) f(x) =loga(cos*(x)) h)  f(x) = loga(sin(1—3x?))

Aufgabe A2 it

Berechne die Stellen x, des Graphen an der die Funktionen f die Steigung m haben.

a) f)=mhkx+mhkx); m=2 b) f(x)=sin(0,5In(x*)+1); m= %,
c) f(x)=In(sin(ln(x))); m=1 d) fx) =mnmnkx?); m=2

e) f(x)=sin(cos(ln(x)); m=0;0<x<mw

f) fx)=3 (ln(x) - ln(%))z; m=1 g) f(x)= ln(x2+1) m=—1

h) f(x) =mn((2,5x3+0,75)3%); m=-25

Aufgabe A3 Ei
An welchen Stellen verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel?
a) fx)=ImGBx+1); gl) =5x;

b)  f(x) =312 g(x) = In(3x% — 12)

) f@=m?(}); 900 =In@2x)
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Level 2 - Fortgeschritten — Blatt 2

Aufgabe A4

Die Grafik zeigt die Graphen der , s S

Funktionen f mit f()=In(x)—1, ~ °| | T T

und g mit g(x) =+ 1, S8 ) I S S A SO O A
tn(x) : g ¢ @ 1 1 ¢ @ 1 i

Gib an welcher der nachfolgend - af | -1

abgebildeten Graphen der Graph ! A

der Funktion h mit h(x) = f(g(x))
ist, welcher die Ableitungsfunktion
ist und welcher Graph zu keinem
von beiden passt.

‘powered | by GEOGEBRA.org i | |Powered by GEOGEBRA.0¥g |

Powgrednby OGEBRA.org
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Leve/ 2 Fortgeschr/tteh - Blatt 2

Losung Al

a) f(x) =sin(In(x)) b) f(x) = cos(In(x?))
f ( ) cos(ln(x)) f’(x) - _ 2sin(2ln(x))

c) fx)= 3ln(szn(2x)) d) f&)= %ln(3x4 —x?)
GO JORE-—=

e) fl)=5@2- ln(4x))_3 f)  f(x) = cos(in(5x) + 2)

_ ’ _ sin(In(5x)+2)

f ( ) 2x(ln(4x) 2)% f (x) - x

g) f() =logs(cos*(x)) h)  f(x) = loga(sin(1 - 3x%))
f’(x) _ __ 2sin() f’(x) _ 6x-cos(3x%2-1)

In(a)-cos(x) In(a)-sin(3x2-1)

Losung A2

a)

b)

d)

fx) = ln(x + In(x))
flx) =

142 1
an’(‘x) =2= 2-(x+In(x)) =1 +-
xO = 1
Probe x, = 1:
2-(1+In(1) £ 1+7
2+2-0)=2
f hat an der Stelle x, = 1 die Steigung f'(1) =2
f(x) =sin(0,5In(x?) + 1) = sin(In(x) + 1)
f( ) cos(ln(x)+1)

x+ln(x)

cos(ln(x)+1)
x
GTR GTR

x; ¥ 008 x, ¥ 1,03

f hat an der Stelle x, ~ 0,08 sowie x, ~ 1,03 die Steigung m = .

f(x) = In(sin(In(x)))

’ __ cos(In(x))
f (x) o x-sin(In(x))

cos(ln(x))
x-sin(In(x)) -

GTR GTR

xy ¥ 0174; x, ¥ 1,701
f hat an der Stelle x; = 0,17 sowie x,; = 1,7 die Steigung m = 1.
flx) = ln(ln(xz))

fle) =

1
x-In(x)

f hat an der Stelle x, = 1,42 die Steigung m = 2.

cos(In(x)+1) _1
x 2

1
= - =0
2

xln(x)
GTR
=2= x9 ¥ 142
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 Level 2 - Fortgeschr/tteh - Blatt 2
e) f(x) =sin(cos(ln(x))
f’(x) _ —sin(In(x))-cos(cos(In(x)))

—sin(In(x)) - cos(cos(In(x))) =0 | Satz vom Nullprodukt
—sin(ln(x))=0= In(x) =0;In(x,) == x,=1; x, =e™
cos(cos(In(x))) =0 = cos(ln(x)) = % = keine Lbésung, da —1 <cos(x) <1 und

I>1.
2
f hat an den Stellen x; = 1 sowie x, = e™ die Steigung m = 0.
2
f) @ =3(n()-1n(3)) =12m%@)
f( ) 24ln(x)

241In(x) Bk

=1= 24ln(x)=x= x, ¥ 1,044
f hat an der Stelle x, ~ 1,044 die Steigung m = 1.
g) f( ) = ln(x2+1)
flx) =—
. . S——
(x2+1)In2(x2+1)

GTR
xo ¥ 1,67

4x
(x2+41)-In2(x2+1)

—1= 4x=x%?+1)-In*(x?2+1); x#0

Hinweis:
x =0 muss hier ausgeschlossen werden, da dann im Nenner Uber
In?(0% + 1) = In?(1) = 0 eine Definitionslicke entsteht.

f hat an der Stelle x, = 1,67 die Steigung m = —1.
h)  f(x) = In((2,5x3 + 0,75)3) = 3In(2,5x3 + 0,75)

, _ 45x2
fe) = 2(2,5x3+0,75)
45x? ST

2(2,5x340,75) —25 = xp ¥ =362

f hat an der Stelle x, = —3,62 die Steigung m = —2,5.

Losung A3

a) fx)= ln(Sx +1) g(x) =5x
fe) = g =5
flx)ng'(x)
5x5+1 =

5+1=1= x,=0

An der Stelle x, = 0 verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel.
Wegen f(0) = 0 = g(0) ist der Graph der Funktion g Tangente an den Graphen
von f.
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Leve/ 2 - Fortgeschritten - Blatt 2

b)  f(x) = e3¥*~12 g(x) = In(3x% - 12)

f1(x) = 6x - e3%°712 g ===

f'e)ng'(x)

3x%-12 _ _2X
x%-4

X (6e3"2‘12 S ) =0 | Satz vom Nullprodukt

x2—4

{5

6x-e

x1 == O
6e3x2—12 _

2 . . .
——, = keine weitere Losung

An der Stelle x; = 0 verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel.
c) fx) =mn? (1) = In?(x) g(x) = In(2x)

f( ) 2ln(x)

flng (x)

2ln(x) 1
x  x

2ln(x) =1
In(x) = %

g ==

1
xozefz\/g

An den Stellen x, = ve verlaufen die Graphen der Funktionen f und g parallel.

Losung A4
RGO = (g = In (g —

Abbildung b) zeigt den Graphen der Funktion h mit h(x) = f(g(x)), denn:
Untersuchung der Nullstellen:
1 1

In (ln(x)+1) —1=0= [n (ln(x)+1) =1

1 —
In(x)+1 - |
e-In(x)+e=1
In(x) = ? | Entlogarithmieren

Entlogarithmieren

x = e% ~ (0,5315
Nur Abbildung b) hat die Nullstelle x, = 0,5 .

Abbildung a) zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion h’, denn:
h ist im dargestellten Bereich streng monoton fallend. Damit muss h' im
dargestellten Bereich unterhalb der x-Achse verlaufen.

Abbildung c) zeigt das Schaubild der Funktion k mit k(x) = g(f(x)) = m+ 1.

D, €R; x> 2, daflir x <1 In(x —1) nicht definiert istund fir 1 <x <2 n(x—1)<0
und damit [n(in(x — 1)) wiederum nicht definiert ist. Abbildung c¢) hat den
Definitionsbereich D, e R; x > 2.
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Level 3- Expert - Blatt 1

Dokument mit 2 Aufgaben

Aufgabe Al

Zeige, dass die Ableitung der Funktion f mit f(x) = log,(b - x) lautet:
fi = In(a)-x

Aufgabe A2

Zeige, dass die Ableitung der Funktion f mit f(x) = log,(b - x¢) lautet:
fix = In(a)-x
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Losung Al

f(x) =logg(b - x)

Um die Ableitung zu bewerkstelligen, wenden wir zunachst einmal die
Logarithmengesetze an.

Ein Ausdruck log,(x) lasst sich umschreiben zu beispielsweise

lg(x)
lg(a)'

mit lg als

Abklrzung des 10er-Logarithmus (Logarithmus zur Basis 10).

Statt des 10er-Logarithmus kann auch der natirliche Logarithmus In angewandt
In(x)
In(a)’

werden, so ist log,(x) = Da wir aber die Ableitung von In(x) m|t - kennen,

gilt:
e ) _In(b-x)
fO) =loga(b-2) == 5= = iy

In diesem Ausdruck ist ﬁ ein Faktor, der nach der Faktorregel erhalten bleibt

~In(b - x)

und In(b - x) wird mithilfe der Kettenregel abgeleitet zu b% = %, somit ist

f1) =

q.e.d.

ln(a) x

Losung A2

f(x) =logg(b - x)

Um die Ableitung zu bewerkstelligen, wenden wir zundchst einmal die
Logarithmengesetze an, denn log,(b - x¢) = ¢ -log,(b - x). (Ein Logarithmus holt den
Exponenten nach vorne).

_ln(b-x)
@ ]n(a) -In(b - x) mit —l @ )als Faktor, der nach der

Weiterhin ist c-log,(b-x) =c
Faktorregel erhalten bleibt.
GemaB Aufgabe 1 ist ist die Ableitung von In(b - x) gleich %, sodass gilt:

f'x) =

q.e.d.

ln(a) X
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