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Definition des Begriffs Ableitung

r

Merksatz

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, ist gleich der Steigung der
Tangente an die Kurve im Punkt (x|f(x)). Sie entsteht Uber den Grenzwert des

Differenzenquotienten % fir Ax — 0.

Einleitung

Die Umkehrregel ist die letzte der Ableitungsregeln, die wir kennen lernen. Im
Kapitel

g ~Analysis — Differenzialrechnung — Funktionslehre Gymnasium — Umkehrfunktionen®
lernen wir, was eine Umkehrfunktion ist, namlich die Spiegelung einer
ausschlieBlich streng monoton steigenden bzw. streng monoton fallenden Funktion
an der 1. Winkelhalbierenden. Selbstverstandlich haben solche Funktionen
ebenfalls einen Differenzialquotienten und damit eine Ableitung.

In diesem Kapitel lernen wir die Ableitungsregel fir Umkehrfunktionen kennen.

Die Ableitung der Umkehrfunktion

Wir betrachten uns hierzu die Funktion f mit f(x) = In(x). Wie lautet die erste
Ableitung f'(x)?

Die Umkehrfunktion des Logarithmus ist ja die Exponentialfunktion bzw.
umgekehrt, die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist die
Logarithmusfunktion. Mit f(x) =In(x) ist f~'(x) =e* (beachte, dass die
Schreibweise flr die Umkehrfunktion der Ausdruck f~1(x) ist) deren
Umkehrfunktion. Fir f~1(x) =e* dirfen wir auch schreiben g(y) =eY. Die
nachfolgende Abbildung zeigt die Graphen F und F~! der beiden Funktionen f und
£

In der Grafik erkennen wir, dass die
Steigung der Tangente an F~! sich

aus % bildet, die Steigung der

Tangente an F aus %. Nun sind die

Strecken AB und A’B’ sowie AC und
A'C’ gleich lang. Mit anderen Worten:
die Steigung der Tangente an F~! ist
gleich der reziproken Steigung der
Tangente an F. Damit gilt:

A (d)_g(y) L
Wegen g'(y) = ﬁ ist f'(x) =g =
dy
Da jedoch =y=1 ist, ist -
a jedoc ];2) =y;nixi ist, is / (@) = In(z)
eln(x) x'
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Betrachten wir nun die Funktlon des aIIgemelnen Logarlthmus f mit f(x) = loga(x)

GemaB den Logarithmusgesetzen lasst sich log,(x) umformen zu ;ngg lnza) n(x).

Da wir nun aber die Ableitung von In(x) kennen, leiten wir daraus die Ableitung
von log,(x) ab mit

fr) =

In(a) - x

Andere Ableitungen mit der Umkehrregel

Zwar lassen sich auch andere Umkehrfunktionen als die Logarithmusfunktionen
auch mit der Umkehrregel ableiten, dies ist jedoch umstandlich und hier nur der
Vollstandigkeit halber aufgeflthrt.

Fur die Funktion f mit f(x)=y=+vVx—2ist f71(x) =x?+2 wobei f~1(x) auch als
g(y) =x =y?+2 geschrieben werden kann. Nun gilt genau wie bei der
Logarithmusfunktion f'(x) —L und g'(y) = — bzw f'(x) == =%. Da aber

dy

=+vx—2ist, ist f'(x) = z-m

Dies ist ein recht umstandlicher Weg, den f(x) =vx—2 kann zu f(x) = (x—Z)%
umgeschrieben werden und damit mit der uns bereits bekannten Potenzregel

abgeleitet werden zu f'(x) = %(x - 2)‘%

1
T 24x=2"

Fir die Ableitung der Umkehrfunktionen von sin, cos und tan wird ebenfalls die
Umkehrregel benétigt. Betrachten wir die Umkehrfunktion f der sin-Funktion mit
f(x) =arcsin(x); -1 <x < +1 Ihre Umkehrfunktion Iautet f- 1(x) = sin(x) bzw.

g(y) = x =sin(y). Mit f'(x) = — erhalten wir f'(x) =

( ) cos(y) cos(arcsm(x))

Fir den relevanten Wertebereich gilt jedoch cos(a) =1 —sin?(a). Wir
kdnnen den Nenner der Ableitung somit umschreiben:

F(x) :Jl—sinz(ircsin(x)) = —, womit wir die endgiiltige Form der Ableitung

von arcsin(x) erhalten.
Flr die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen gilt somit:

f(x) = arcsin(x) | f'(x) =
f&x) = arcsin(x) | f'(x) =

f@) = arccos() | ') = -~ =

x2+1

Auch diese Auflistung dient lediglich der Vollstandigkeit. Die Umkehrregel ist somit
nur von Interesse fir die Logarithmusfunktion und wir merken uns:

Merksatz Ableitung Umkehrfunktion und Logarithmus

Ist x = g(y) die Umkehrfunktion von y = f(x), so gilt f'(x) =

g'(y)
Die Ableitung der Logarithmusfunktion mit f(x) = In(x) lautet f'(x) = %

Die Ableitung der Logarithmusfunktion mit f(x) = log,(x) lautet f'(x) =

ln(a)x
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