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Level 1 - Grundlagen - Blatt 2

Aufgabe Al
Ein Gllcksrad besteht aus 3 Feldern, die folgendermaBen beschriftet
sind:

1. Feld: 2,00 €

2 . Feld: 5,00 €

3. Feld: 0,00 €
Das 1. Feld hat einen Mittelpunktswinkel von 90°. Das 2 .Feld und das 3.Feld
haben jeweils denselben Mittelpunktswinkel.

Es wird folgendes Gllcksspiel angeboten:
Der Spieler zahlt einen Einsatz von 3,00 € und darf einmal an dem Glicksrad
drehen.

Die Feldbeschriftungen geben an, wie viel Euro an den Spieler ausbezahlt
werden, wenn das Gllcksrad auf dem Feld stehen bleibt.

Bestimme den erwarteten Gewinn flr den Spieler.

Aufgabe A2

In einer Urne befinden sich Kugeln mit der Aufschrift +2,00€, +5,00€ und

— 7,00 €.

Die Wahrscheinlichkeit, dass man Kugeln mit + 2,00 € bzw. + 5,00 € zieht, betragt

jeweils 0,3.

Ein Spieler zieht zweimal hintereinander eine Kugel mit Zurticklegen und notiert

jeweils ihre Zahl.

Die Summe dieser beiden Zahlen (unter Berlcksichtigung des Vorzeichens)

geben an, wie viel Euro der Spieler ausbezahlt bekommt (bei positivem

Vorzeichen) bzw. was der Spieler bezahlen muss (bei negativem Vorzeichen).

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler bei einem Spiel Geld
gewinnt?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler bei fuUnf Spielen genau
dreimal gewinnt.

c) Wie viele Spiele missen gespielt werden, damit der Spielanbieter mit
Einnahmen von ca. 1.000 € rechnen kann?

Aufgabe A3
Aus einem Beutel mit zwolf 50-Cent-Mlnzen, finf 1€- Mlinzen und acht 2 €-
Minzen werden zufallig zwei Minzen gezogen.

Welchen Geldbetrag wird man bei haufiger Versuchsdurchfiihrung
durchschnittlich

herausziehen?
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Aufgabe A4

Bei einem Glicksspiel mit dem Einsatz 1€ gibt die Zufallsvariable ¢ den Gewinn
(d. h. die Differenz zwischen Auszahlung und Einsatz) in € an.

Die folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von G an.

gin€ | -1 | 0 | 1 4
2 1 1 1
PE=29) 3 5 ‘ 10 ‘ I

a) Berechne den Erwartungswert von G.
b) Wie groB muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist?

c) Andere die maximale Auszahlung so ab, dass das Spiel bei einem Einsatz
von 1 € fair ist.

Aufgabe A5

Bei einer Lotterie zahlt man den Einsatz von 0,50 €

und darf dann das Gllicksrad zweimal drehen. Bei

zwei Feldern mit gleicher Bezeichnung wird 1 €

ausbezahlt, sonst nichts.

a) Gib die Wahrscheinlichkeitsverteilung der A
Zufallsvariablen "Gewinn in €" an.

b) Berechne den Erwartungswert fir den Gewinn.

c) Kann man den Einsatz so andern, dass die
Lotterie fair ist ?

Aufgabe A6

In einem Zeitungsartikel wurde eine Statistik Uber die Anzahl von Fehlern in
Zeitungsartikeln erstellt. Danach sind auf 17 % der Seiten keine Druckfehler, auf
30 % der Seiten ist ein Druckfehler, auf 27 % der Seiten sind zwei, auf 16 % der
Seiten drei und auf dem Rest mindestens vier Druckfehler.

Wie viele Druckfehler sind durchschnittlich mindestens auf einer Zeitungsseite
Zu erwarten?

Aufgabe A7

In einer Urne sind 4 weiBe und 6 schwarze Kugeln. Ein Spieler zieht

nacheinander eine

Kugel ohne zuriicklegen. Das Spiel ist aus, wenn er eine weie Kugel zieht oder

wenn er dreimal gezogen hat. Die Zufallsvariable X steht flr die Anzahl der

gezogenen schwarzen Kugeln.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

b) Der Spieleinsatz betragt 10€. Der Spieler erhalt 30€, wenn er drei
schwarze Kugeln gezogen hat. Er erhalt 20€, wenn er zwei schwarze
Kugeln zieht. In allen anderen Fallen erhalt er nichts. Welchen mittleren
Gewinn (oder Verlust) hat der Spieler auf lange Sicht je Spiel zu erwarten?
Wie hoch miusste der Spieleinsatz ungefahr sein, damit das Spiel fair ist?
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Aufgabe A8

In einer Urne sind 2 blaue, 3 rote und 5 weiBe Kugeln. Ein Spieler zieht
nacheinander ohne Zurlcklegen 3 Kugeln. Der Spieler erhalt 6 €, wenn alle drei
gezogenen Kugeln dieselbe Farbe haben. Er erhalt 2€, wenn die drei Kugeln
unterschiedliche Farben aufweisen. Bei allen anderen Ausgangen muss der
Spieler 1,50 € bezahlen.

Wie viel gewinnt oder verliert der Spieler je Spiel im Mittel auf "lange Sicht"?

Aufgabe A9

Mit zwei Urnen und einem Gllcksrad wird ein Glicksspiel durchgefihrt. Die
beiden Urnen U1 und U2 haben folgende Inhalte:

Ul: 4 rote, 1 blaue und 5 weie Kugeln

U2: 1 rote und 9 weiBe Kugeln

Die Zahlen des Gllcksrads treten mit folgender Wahrscheinlichkeit auf:

1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

0,2 | 005 | 035 | 0,1 | 0,2 | 0,1

Das Glucksspiel hat folgende Regeln:

Das Glucksrad wird einmal gedreht. Erscheint eine gerade Zahl, so wird zweimal
mit Zurtcklegen aus U2 gezogen, erscheint eine ungerade Zahl, so wird zweimal
mit Zurlcklegen aus U1 gezogen.

Zieht ein Spieler dabei zwei weiBe Kugeln oder keine weiBe Kugel, so erhalt er
1 €, sonst zahlt er 1,50 €.

Prife, ob das Spiel fair ist.
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Lésung A9

Klausuraufschrieb

T e
1.Feld 2.Feld 3.Feld
2,00 € 5,00 € 0,00 €
1 3 3
4 8 8
0,50 € 1,88 € 0€

E(X)=050€+1,88€+0€=238€

Da der Spieler einen Einsatz von 3,00 € leisten muss betragt der erwartete
Gewinn flr den Spieler 2,38 € — 3,00 € = —0,62 €.

Der Spieler macht auf lange Sicht gesehen pro Spiel einen Verlust von 0,62 €.

Losung A10
Klausuraufschrieb
Ereignisraum:

E= {(2' 2): (2: 5)! (5' 2)! (2: —7), (_7' 2)' (5' 5): (5: _7)1 (_7' 5)! (_7: _7)}
Wahrscheinlichkeiten:

P(-7;-7)=P(X=-14)=0,4-0,4 = 0,16

P(5;5) = P(X = 10) = 0,3- 0,3 = 0,09

P(2;2)=P(X =4)=0,3-0,3=0,09
P((5-7),(-7;5))=P(X =-2)=2-0,4-0,3 =024
P((2,-7),(-7;2))=P(X=-5)=2-04-0,3 =024
P((2;5),(5;2))=P(X=7)=2-03-03=0,18

a) P(Spieler gewinnt) = P(X > 0) = 0,09 + 0,09 + 0,18 = 0,36.
P(Spieler verliert) = 1 — P(Spieler gewinnt) = 1 — 0,36 = 0,64

b) Aus a) folgt eine Binomialverteilung mit n =5, p = 0,36 fir Gewinn und X =3
fir 3 Gewinne.
Bs.o36(X = 3) = ( )-0,36% - 0,647 = 0,1911 ~ 19 %

C) Berechnung des Erwartungswertes E(X):

X; 10 € 7€ 4€ —2€ —5€ —14 €
P(X =x;) 0,09 0,18 0,09 0,24 0,24 0,16
xi-P(X=x;) | 090€ 1,26 € 036€ | —048€ | —1,20€ | —-2,24 €

E(X)=090+1,26+0,36 — 0,48 — 1,20 — 2,24 = —1,40 €

Der mittlere Verlust des Spielers/Spiel betragt 1,40 €. Dies ist der Gewinn
des Spielebetreibers.

Anzahl Spiele fur Verdienst von 1000 €:

1000 € _ 714,29
1,40 €

Es mussen etwa 715 Spiele gespielt werden, damit der Spielebetreiber einen
Gewinn von 1000 € hat.
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Losung Al1l

Lésungslogik

Gleichzeitiges Ziehen zweier Mlinzen entspricht zweimaliges Ziehen hinterein-
ander ohne Zuricklegen.

Aufstellung des Ereignisraums und Berechnung der Wahrscheinlichkeiten.

Klausuraufschrieb
Ereignisraum:
E ={(0,50; 1), (1;0,50),(0,50; 2),(2;0,50),(1;2); (2;1),(0,50;0,50), (1; 1), (2; 2)}
Wahrscheinlichkeiten:
12 11 132

P(0,50 €050 €) = P(X =1€) = - — = —
P(1€-1€)=P(X=2€)_i A _20

25 24 600
P(2€2€)=PX = 4€)—

£y

7 _ 56
25 24 600

5 120
P((0,50€;1€),(1€;050€)=P(X=150€)=2- E it
P((0,50 €2 €), (2 €; 050€))—P(X—250€)_2 ===

8 80
P(1€2€),2€1€)=PX=3€=2-~-—==1

Berechnung des Erwartungswertes E(X):

X; 1€ 2€ 4€ 1,50 € 2,50 € 3€

P(X = x,) 132 20 56 120 192 80

' 600 600 600 600 600 600
xi-PX=x;) | 022€ 0,07 € 0,37 € 0,30 € 0,80 € 0,40 €

E(X)=0,22+4+0,07+4+0,37+4+ 0,30+ 0,80 + 0,40 = 2,16 €
Man kann bei hdufiger Versuchsdurchfiihrung durchschnittlich mit 2,16 € rechnen.

Losung Al12

Klausuraufschrieb
a) Erwartungswert von G:

gin € ~1 0 1 4

2 1 1 1

P(G = z = — —
@=9 3 6 10 15
g-P(G=g) —0,67 0 0,10 0,27

E(G) = —0,67 + 0,1+ 0,27 = —0,30

b) GemaB a) macht der Spieler pro Spiel einen Verlust von 0,30 €. Der Einsatz
muss somit auf 0,70 € gesenkt werden, damit das Spiel fair ist.

C)
gin € -1 0 1 a
2 1 1 1
P(G = o - il —
=9) 3 6 10 15
2 1 1
.P(G = _z 0 — il
9-PG=9 3 10 15¢
E(G)=—2+—+-—a=0
ia=£=> a = 8,50
15 30

Aufgrund des Einsatzes von 1€ muss der maximale Auszahlung auf 9,50 €
angehoben werden, damit das Spiel fair ist.
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Losung Al13
Klausuraufschrieb
a) Ereignisraum:

E ={(4;A),(B;B),(C; 0), (Z;Z/\E EAE;E)}
Wahrscheinlichkeiten:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(A;A) =5-2=7; PB;B)=-2=7; P(CO) =5-7=1
P(Gewinn) = P(4; A) + P(B; B) + P(C;C) ==~
b)
x; 050€ | —050€
3 5
P(X =x; — —
( i) 3 5
x,-P(X=x,) | 01875 | —0,3125

G(X) =0,1875-0,3125 = —0,125

STPCHASTIK TOEMA$T!K
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Loésungen

c) Da bei dem Einsatz von 0,50 € der erwartete Verlust des Spielers 0,125 €
betragt, muisste der Einsatz um 0,125 € gesenkt werden, also 0,375 €

betragen.

Da ein Einsatz mit einem , halben Eurocent" nicht mdglich ist, kann der
Einsatz nicht so geandert werden, damit die Lotterie fair ist.

Losung Al4

Klausuraufschrieb
Wahrscheinlichkeiten:

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Druckfehler / Seite an.

P(X =0)=0,17 P(X=1)=03
P(X =2) =027 P(X =3)=0,16
P(X>4)=1-03-027-0,16—0,17 = 0,10

Erwartungswert:

Wegen P(X > 4) kann der Erwartungswert von X nicht exakt berechnet werden.
Wenn wir jedoch P(X = 4) = 0,1 unterstellen, erhalten wir mit E(X) eine untere

Grenze flr den mdglichen tatsachlichen Erwartungswert.

Da nach durchschnittlicher Druckfehleranzahl gefragt ist, die sich mindestens auf

einer Zeitungsseite befinden, ist dies auch die gesuchte GréBe.

E(XA)=0-0174+1-03+2-0,27+3-0,16+4-0,1=1,72

Es sind durchschnittlich mindestens 1,72 Fehler auf einer Zeitungsseite.

Losung A15
Klausuraufschrieb
a) Ereignisraum:

E = {(weifd), (schwarz; weil), (schwarz; schwarz: weil), (schwarz; schwarz; schwarz)}

Wahrscheinlichkeiten:
P(weifd) = P(X = 0) P(schwarz; weifl) = P(X = 1)
P(schwarz; schwarz; weifd) = P(X = 2) P(schwarz; schwarz; schwarz) = P(X = 3)
4 6 4 24
P(X=0)=— PX=1D=_--=%
P(X=2)==.2.2_120 PX=3)=2.2.2_120
10 9 8 720 10 9 8 720
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X; 20 € 10 € -10 €
120 120 480
Px=x) | = | 2 299
720 720 720
x;i-P(X =x;) 3,33 € 1,67 € —6,67 €

E(X)=333€+167€—-6,67€=-1,67€

Der Spieler hat einen mittleren Verlust von 1,67 € pro Spiel.

Einsatz fir faires Spiel:

Stochast/k

570CHA$T1K

Loésungen

Da der Spieler durchschnittlich 1,67 € pro Spiel Verlust macht, musste der

Einsatz um 1,67 € vermindert werden.
Der Einsatz fir ein faires Spiel musste 8,33 € betragen.

Losung Al16
Klausuraufschrieb
Ereignisse:
A:  ,Drei Kugeln gleiche Farbe"
B: ,Drei Kugeln unterschiedliche Farbe"
C: ,Weder Ereignis A noch Ereignis B"
Wahrscheinlichkeiten
3.2 1,5 43_11
P(4) = P(rrr; www) 09871058 120
P(B) = P(rwb; rbw; wrb; wbr; brw; bwr) = 3! N E-— =62 =1
~ B 66 180 10 9 720 4
P(CO)=1-(PA)-PB))=1-—o——=—
Erwartungswert:
X; 6 € 2€ —1,50 €
o=y | AL L 7
120 4 120
x;-P(X=x)| 055€ 050€ | —0,9875€

E(X) = 0,55 + 0,50 — 0,9875 = 0,0625

Auf lange Sicht gesehen gewinnt der Spieler etwa 0,06 € pro Spiel.

Losung Al7/

Klausuraufschrieb

Ereignisse:

A: ,Gllcksrad zeigt gerade Zahl"
B: ,Glucksrad zeigt ungerade Zahl"
c: LUl (ww)vww)"

D: U2 (w,w)Vww)"

Wahrscheinlichkeiten:

P(A) =0,25; P(B)=0,75; P(C) = %%Jr
P(1 € Gewinn) =P(AnD)+P(BNC(C)=0,25-0,82+0,75-0,5=0,58

1

[\

P(1,50 € kein Gewinn) = 1 — P(1 € Gewinn) = 0,42

Erwartungswert:

E(X)=1-058—

1,50-0,42 = —0,05

2=05 P(D)=— —+—c-=

Das Spiel ist nicht fair, der Spieler verliert auf lange Sicht pro Spiel 0,05 €.
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